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RESUME 

Cet article a trait au probl~me de reconstruction de graphes. On 
demontre que la classe des graphes adjoints des graphes simples 
de degre maximum ~ 4 est ar~te-reconstructible. c'est-&~d1re 9 
tout graphe dans cette classe est caracteris~ par la liste de ses 
sous-graphes propres maximaux non-étiquetés. 

ABSTRACT 

This paper concern the graph reconstruction problem. We show that 
the Line graphs of graphs with maximum degree 4 are edge-recons­
tructibles0 i.e., every graph in this clase can be caracterised 
by its maximal proper non-labeled sub-graphs. 
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Dans la suite tous les graphes consid1::r&s seront des graphes 
simples. Nous d~notons un graphe simple par G=(V,E). 

De fini tion l; Un sous-graphe indu1 t de G par U S V, e@ est un 

graphe G[U] dont les sommets aont ceux de U et dont les aretes sont 
les ar~tes de G ayan t leurs deux extr~mi tl?s dans IJ'. 

Definition 2: Un sous-graphe partiel ou sous-graphe de G est 
un graphe (U,F) avec U~V, F~E et ~e" ,x2}:;;F: U et x2eü. 

Definition 3.: Le graphe adjoint dPnn graphe G est le graphe 

L(G) dont les sommets sont les aretes de G? deux sommets etant re­
li~s dans L(G) si et seule~ent si les aretes correspond&~tes dans 
G ont une extr~mit~ communeo 

Definition 4: Soit (G ) la l:!.ste des sous-graphea propres rna-
e . A 

ximauz non-~tiquetés de G. On o~t qu~un graphe H est une arete-re-
construction de G si la liste des H6 eat ~gala ¡ celle de Go On dit 

que G est arete-reconstructible si toute arete-reconstruction de G 
est iaomorphe ~ G. Une classe de graphes est arete-reconnaiasable 
aj_ toute ar~te-reconstruction d'un graphe dans la classe appartient 
á la classe. Une cla.sse de graphes est arete-recontructible si tout 
graphe dans la classe est ar~te-reconstructible. 

Dans (l). Harary a formule une conjecture analogue a calle 

d 0 Ulam: Tout graphe G avec IE!?-4 est arete-reconstructible. 

Dana cet article on demontre que la classe ){ des graphes adjoints 
des graphes simples de degre maximum ~ 4 (6.(G) ~;, 4) vérifient la con­
jecture d'Harary. 
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Pour d~montrer ce r~sultat nous utiliserons le lemme de Kelly 

pour l•arete-reconstruction (Bondy (2)): 

Lelllll!.e l: Soient F et G deux graphes tels que IE(F)\.: IE(G)\. 
Le nombre n(F.G) de sous~graphes partiels de G isomorphes á F est 

ar~te-reconstructible. Si G ne poss~de pas de sommets isolés et 
IV(F)/ <.\V(G)I alors le nombre s(F,G) de sous=graphes induits de G 

isomorphes ! F est arete-reconstructible. 
Démonstration: 

l) Chaque sous-graphe partiel F de G est compt~ IE(G)l- IE(F)\ 

fois dans la somme: ~ n(F,G6 ). Ainsi: 
e«E(G) 

n(F.G) = ~ n(F 0 G6 ) / ( IE(G)J =IE(F)I) 
e~E(G) 

2) Bondy a montré que si G ne posséde pas de sommets isol~s 

alors la liste des Gv (les sous-graphes induits propres maximaux 
non-étiquetés de G) est arete-reconstructible. Done• ~tant donnée 

cette liste on a: 

s(F,G) = L s(F 0 Gv) / ( V(G) - V(F) ) 
116-V(G) 

C.Q.F.D. 
Greenwell (3) a ar~te-reconstruit le nombre de eommets isol~s 

duun graphe. Par cons§quent, lorsqueon reconstruit un graphe G@ 

on lui enl~ve tout duabord les sommets isol~so De cette facon 8 toute 
arete-reconstruction du graphe G• obtenu á partir de G'en luí enle­

vant les sommets isolés 9 ne comportara pas de sommets isol~s. En 
plus, si G est arete-reconstructible alors Guest ar~te-reconstructi= 
ble. Duaprés cette remarque, il suf!it de démontrer que les GG)f sana 

so§mets isolés sont ar~te-reconstructibles. 

Lemme 2: (Caracterisation des graphes adjoints par des sous­

graphes exclus) 
G est un graphe adjoint si et seulement si aucun graphe de la 

liste (l) n'est un sous-graphe induit de G: 
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liste (1) 

Soit M.= iu~ . OÚ: 

- ~· est la cla..sse des graphes adjoints 

- ~ est la claese des graphes adjoints 

Si GG~alors G contient une 5-cliqueo 

Lemme ,2: ~ est 

D&monstration: 

des g:raphes a:vec L1.(G)~ 5e 
des gre.phes ave e c,(G)= ¿} ~ 

Soit G.e~~ Il faut montrer que toute H de G 
est un gra.phe adjoi.Tht comportant vme 5-clique: 

l) Si G est isomorphe a K5 1;1~ors e&>t la seule 

truction de G car· K"' est arete-reconst.ructible (Harary (4)) 
~' -

2) Si G n~ est pas isornorphe & K5: 
- G comporte un sous-graphe sommet propre isomorphe ~ o Dono 

le lemme 1. H contient une 5~elique. 
- Pour montrer que H est un graphe adjoint. il suffit de mon-

trer ue comporte pas de s:ous-graphe iuduit isomorphe á un d.e© 

graphes de la liste {l) donn~e plus haut: H ne peut pas etre isomor­
phe á un des graphes de la liste (l) car H comporte une 5-clique~ 

par si H contenait un des graphes de la liste (l)~ alors 

ce graphe sera:!. t. un sous-graphe propre de H. Done le leRK®e 1, 
il serai t a¡,u;;si sous=graphe de G ce qui est il!lpossible car G 

P:Jtoposition 1: 

q" est at-ete-reoonstruc t:lble. 
o 

(Ge)e~E(G) la .iste des sous-graphes propres !!!arl= 
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maux de G. Comme G comporte une 5-clique alors il existe Ge@ com­
portant un sous~graphe induit isomorphe á: 

@) 
figure 1 

Montrons que toute ar~te-reconstruction de G est isomorphe au 

graphe obtenu ' partir de Ge0 en reliant les sommets x et y. En 
effet. sil n~~tait pas ainsi~ alors il existerait une ar~te-recons­
truction de G avec un sous-graphe induit isomorphe au graphe de la 
figure l qui fait partie de la liste (l)p ce qui est impossible 
d~aprés le lemme l. 

C.Q.F.D. 
Si G,~ alors une clique d~ordre maximum de G est une 4-clique. 

Lemme 4: ~ est ar~te~reconnaissable. 
Démo.liistration: 
Soit G~9 et H une arete-reconstruction de G. Il faut montrer 

que H est un graphe adjoint dont la clique maximum est d'ordre 4: 
l) Si G est isomorphe a K4• alors K4 est la seule reconstruc­

tion de G car K4 est arete-reconstructible (Harary (4)). 
2) Si G n'est pas isomorphe ! K4 g 

- G comporte un sous-graphe sommet propre isomorphe á K4 • 
D 0 apr~s le lemme 1 9 H comporte une 4-clique. Alors cette 4-clique 
est maximum car sinon H serait isomorphe a K5 et done G serait iso­
morphe ' K5 ce qui est impossible 0 ou H contiendrait proprement 
une 5-clique et done G contiendrait une 5-clique d0 apr~s le lemme 
1 9 ce qui est impossible. 

- Pour montrer que H eat un graphe adjoint. il suffit de mon­
trer qu'il ne comporte pas de sous-graphe induit isomorphe ~ un des 
graphes de la liste (1): H ne peut pas etre isomorphe á un él~ment 
de cette liste car les graphes de cette liste comportant une 4-
clique sont tous arete-reconstructibles (Harary (4)); de plus. 
aucun ~l~ment de la liste (1) ne peut pas etre isomorphe á un sous­
graphe induit propre de H car dans ce cas G contiendrait ausai un 

tel sous-graphe d'apr~s le lemme 1 0 ce qui est impossible. Done. H 
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Proposition 2: 

~ est arete-recontructible. 
Démonstration: 

Soit GE~ et (G6 )e.E(G) la liste des sous-graphes propres ma­
ximaux de G. Soit F un graphe sans sommets isol~s avec L(F) iso­
morphe á G. On sait que A(F)=4. Considérons un sommet de F de degré 

4 : 
1} Supposons que F contient w1 sous-graphe partiel isomorphe á: 

ou F2 : 

Alors, G contient le sous-graphe induit: 

e, e& 

e, At~[avec cette arete pour F1 
~~7 sans cette arete pour F2 

eG e3 

Done. il existe un Ge0 avec un sou-graphe induit isomorphe á: 

e, e& 

g1 : e, 6(~-~-Javec cette arete pour F 1 12::;]? tsans cette arete pour F 2 
e~ e3 

Etant donn~ que toute arete-reconstruction de G contient un 
sous~graphe partiel isomorphe ~ g1 alors tout graphe g~dont le gra­

phe adjoint est une ar~te-reconstruction de G0 contient le sous­
graphe partiel: 

e,~e-

-L~e: 
~ pour F1 
~ 

e., pour F2 

Dans g,, e, est adjacent á .... - o 
e2 • Il ne peut pas etre ad-
jacent ! ..<. dans gacar 6(¡:;']=4. 

Par conséquent 9 e6 est adja­

cent á e5 dans g1 • 
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Ainsi• toute ar~te-reconstruction de G s'obtient ~ partir de 
G80 en joignant e5 et e6, deux sommets bien pr~cis de Geo• 

2) Supposons que F ne contient pas de sous-graphe isomorphe a' 

F1 ou F2 mais il contient un sous-graphe partiel isomorphe ~: 

G contient alors le sous-graphe induit: 

.. ~ .. 
~ 

Done, il existe G60 contenant le sous-graphe induit: 

··®·· e, e3 

tel que eO appartient ~ une 4-clique pour toute arete-reconstruc­

tion de G. (D•aprés le lemme 1. le nombre de 4-cliques contenant une 
arete spécifique est arete-reconstructible. Done, on choisit un G80 

dont ce nombre est positif)o 
Toute arete-reconstruction de G est un graphe adjoint. Par 

conséquent~ d~aprés le lemme 2 0 e" doit relier deux sommets du 

graphe pr~cédent 

e" = (e5 ,e3] , [e5,e4], [e59 e~, [e6,e1J • [e6,e2J ou [el" 
2oL) Supposons que & = [e5,e3 J: 
On aurait une ~ete-reconstruction de G comportant le sous­

graphe induit: 
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Cette arete-reconstruction ne peut pas etre isomorphe au gra­

phe ci-dessus car ce graphe est arete-reconstructible (Harary (4)) 
et G serait aussi isomorphe á lui, ce qui est faux. Done. le sous­

graphe ci-cessus est un sous-graphe sommet propre de cette arete­
reconstruction de G. D~apr~s le lemme 1, toute ar~te-reconstruction 
de G contient un sous-graphe induit isomorphe au graphe ci-dessus 

et cela implique que tout graphe dont le graphe adjoint est une 

ar~te-reconstruction de G contient un sous-graphe isomorphe á: 

en particulier F 0 ce qui est impossible d'apr~s les hypoth~aes. 

Done. & -¡. [e3 ~e5J • 

2,2.) Supposona que e<' = [e59 e~¡.] : 

On aurait une ar~te~reconatruction H de G avec le sous-graphe 
induit: 
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Comme on a suppos~ que e> appartient á une 4~clique quelle que 
soit 1'arete-reconstruction de G, cette 4-c1ique ne peut etre in­

duite que par {e5 ~e4,e2 ,x} ou te5 ,e4,x,y1• o6. x0 y sont deux 
sommets diff~rents de e1 ,e2 , ,e6 • 

H doit contenir done 
115 

::@r 
e, 

(2.2.1) 

un des 

o u 

sous-graphes partiels: 
X 

e, 
~ 

e:?> 

e~ (2.2.2.) 

Si on a le cas (2.2.1.), ou bien H est isomorphe au graphe de 
la figure (2.2.1.) 0 ou H contient un sous-graphe partiel arete pro­
pre isomorphe au graphe de la figure (2.2.1.). Dans le premiar cas 9 

G serait isomorphe á H car H est ar~te-reconstructible (Harary (4)). 
Dans le deuxi~me cas 9 d'apr~s le lemme 1 0 G contiendrait un sous­
graphe partiel isomorphe á celui de la figure (2.2.1.). Quoi qu'il 
en soit, le graphe F contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe 
á: 

ce qui est ímpossible d'aprés les hypoth~ses. 

Si on a le cas (2.2.2.). en raisonnant pareil au cas (2.2.1.) 0 

le graphe F contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe á: 



(Si e3 n@est adja­

cent ní á x ni ~ y) 

ou F1 : 

(Si x est adja­
cent á e3 ) 

ou F1 : 

(Si y est adjacent 

a e3) 

ce qui est impossible dcaprés les hypothéses. Done, e"' f. [e5,e4J . 
2.3.) Supposons que e" = [e5 ,e6J : 
On aurait une arete-reconstruction de G contenant le sous-

graphe indui t: 

Done~ on aurait une ar~te-reconstruction de G contenant le 
sous-graphe induit: es 

e~ 

ce qui est impossible car ce graphe est dans la liste (1). Done. 

e" f: [e5,e6J . 
2.4.) Les caa e"= [e6.e2J et e"= [e 6 ~e~ sont similaires 

aux cas (2.1) et (2.2) respectivement et on arrive a ce que e"f: 

[e6 ,e2J et e0 ! [e6 .e1J . 
Finalement, seul le cas oti e"= [el"e4] convient. Ainsi, toute 

arete-reconstruction de G est isomorphe au graphe obtenu ~ par"tir 

de Ge" en reliant e1 et e4 , deux so!ill!lets bien précis dans G6.,. 

3) Supposons que F ne contient pas de sous-graphe partiel 
isomorphe á F1 , F2 ou F3 mais il contient un aous-graphe partiel 
isomorphe !: 
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Dans ce cas, il existe Ge0 contenant le sous-graphe induit: 

Ae, .e 
e3~5 

e y 

tel que eO appartient & une 4-clique. (Duaprés le lemme 1, le nom­
bre de 4-cliques conteaant une arete spécifique est arete-recons­
tructible. Done. on choisit unGe@ dont ce nombre est positif). 

Comme les sommets e1 ,e2 .e4 .e5 induisent K1 , 3 , on doit avoir 

e0 = [e2 ,e5J, [e4 ,e5J ou [e2 ,e4]. 
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3.1) Supposons que e"= [ e2 , e5J (le e as e"= [e4 , e5J est similaire) 
On aurait une arete-reconstruction de G contenant le sous-

graphe indui t: 

%?;.:'' 
e'l 

Comme e" appartient & une 4-clique de cette ar~te-reconstruction. 

cette 4-clique serait induite par {e1 ,e2 ,e5,x} ou {e2 ,e5,x,yj , 
ou x.y sont deux sommets diff~rents de e1 ,e2 , ••• ,e5• 

On a done une ar~te-reconstruction H de G contenant un sous-
graphe partiel isomorphe ~: 

¡¡ 

e~ 

(3.1.2) 
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Dans le cas (3.1.1.), ou bien H est isomorphe au graphe de la 
figure (3.1.1.) ou H contient un sous-graphe partiel arete-propre 

isomorphe au graphe de la figure (3.1.1.), Dans le premiar cas G 

serait isomorphe aH car H est ar~te-reconstructible (Harary (4)). 
Dans le deuxi~me cas, d'apr~s le lemme 1. G contiendrait un sous­

graphe partiel isomorphe á celui de la figure (3.1.1.). Quoi qu@il 
en soit, le graphe F contiendrait un sous-graphe partiel isomorphe 

á: e~ 

~e 
eJ ~ 

Fl: 
e" 

F2: :; 

(Si e4 est adjacent á x) (Si e4 n'est pas adjacent ~ x) 

ce qui est impossible d~apr~s les hypoth~ses. 
Dans le cas (3,1.2,), H contient un sous-graphe induit isomor­

phe á: 

(Si e4 n~st adjacent 

ni á X ni á y) 

o u 

(Si e4 est adjacent á x 

(ou y)) 

D 9 apr~s le lemme 2, ceci est impossible. 
Finalement on a ff"= [e2 ,e4] et toute ar~te-reconstruction de G 

est isomorphe au graphe obtenu ~ partir de G6 ., en reliant e2 et e4 , 
deux sommets bien pr~cis de G60 o 

4) Supposons que F ne tombe pas dans les cas (1) 0 (2) ou (3)" 
Donc 9 F ne contient pas de sous-graphe isomorphe aux graphes: 
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Pour tout sommet X de degré 4: F [{x} ur(x)J induit une com­
posante connexe isomorphe ~: 

ou F6 : 

On sait que si F est non-connexe, alors G est non-connexe (car 
F ne posséde pas de sommets isolés) et done G est arete-reconstruc­
tible car G ne possédo pas de sommets isolés. Si F est connexe, 
alors il est isomorphe ~ F5 ou F6 et on sait dqaprés Harary (4) 
que L(F5 ) et L(F6) sont ar3te-reconstructibles. 

Finalement (1), (2), (3) et (4) impliquent que ~ est arete­
reconstruc tib1e. 

C.".F .D. 

Théoréme: 
La classe des graphes adjoints des graphes simples de degré 

maximum ~ 4 est arete-reconstructib1e. 
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